Рассмотрим условия Куна-Такера в несколько другом виде. 

Пусть имеем задачу оптимизации с ограничениями в виде равенств:



z = f(x1, x2, …, xn) ( min

при условиях:



g1(x1, x2, . . . , xn) = 0,



g2(x1, x2, . . . , xn) = 0,



.
.
.
.
.




gn(x1, x2, . . . , xn) = 0.

Точка условного минимума функции f совпадает с седловой точкой функции Лагранжа:




[image: image1.wmf]F

X

f

X

g

X

j

j

j

m

(

,

)

(

)

(

)

l

l

=

+

=

å

1

,

при этом седловая точка должна обеспечивать минимум по своим переменным xi и максимум по переменным (j. 

Необходимые условия стационарной точки - равенство нулю частных производных первого порядка по всем переменным:
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Отметим, что из второго уравнения следует, что только допустимые точки будут удовлетворять необходимым условиям. 

Для получения достаточного условия существования минимума необходимо добавить требование положительной определенности гессиана целевой функции.

Рассмотрим общую задачу математического программирования:



Z = f(X) ( min, 

при условиях: 



gi(X) ( bi, (i = 1, …, m).

Ограничения в виде неравенств могут быть преобразованы в ограничения в виде равенств добавлением к каждому из них ослабляющих переменных 
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Сформируем функцию Лагранжа:
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Тогда необходимые условия минимума принимают вид:
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Второе уравнение можно преобразовать, отбросив ослабляющие переменные и переходя к ограничениям-неравенствам. Получим ограничения исходной задачи. Третье уравнение можно умножить на ui/2 и заменить ослабляющие переменные, выразив их из второго уравнения системы. 

Есть еще одно условие, которое должно выполняться в точке минимума. Это условие: (i > 0, которое является следствием анализа физического смысла коэффициентов функции Лагранжа. 

Можно показать, что 
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где 
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 - коэффициент Лагранжа в точке минимума, f* - оптимальное значение функции. 

Очевидно, что при возрастании bi допустимая область расширяется, а это значит, что минимальное значение может только уменьшаться, то есть производная должна быть отрицательной. Следовательно, (i ( 0 в точке условного минимума. 

Окончательно получаем необходимые условия для условного минимума:
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Выражения во второй строке гарантируют, что оптимальная точка будет допустимой. 

Третья строка содержит следующую информацию: если ограничение активно (т.е. выражение в скобках равно нулю), то соответствующий коэффициент Лагранжа строго положителен. Положительность коэффициента Лагранжа означает активность соответствующего ограничения, т.е. то, что это ограничение является дефицитным, именно оно останавливает дальнейшее улучшение целевой функции. Если же ограничение не активно (т.е. выражение в скобках не равно нулю), то соответствующий коэффициент Лагранжа должен быть равен нулю, т.е. это ограничение не дефицитно, оно не оказывает влияния на дальнейшее улучшение целевой функции. 

Для точки условного максимума коэффициенты Лагранжа меняют знак на противоположный (т.к. оптимальное значение целевой функции в точке условного максимума должно возрастать). 

Приведенные условия эквивалентны теореме Куна-Такера и часто называются так же. 

Достаточным условием для минимума (максимума) является выпуклость (вогнутость) целевой функции в стационарной точке. Это значит, что гессиан должен быть положительно (отрицательно) определен. 

Так как искать условные экстремумы из необходимых и достаточных условий в реальной оптимизации практически невозможно, то главным инструментом условной оптимизации являются итерационные алгоритмы, строящие последовательность точек, сходящуюся к решению. 

В настоящее время нет метода, гарантирующего существование решения любой общей задачи математического программирования.

Все методы условной оптимизации в том или ином виде сводят ее к одной или к последовательности задач безусловной оптимизации. 

Метод обобщенного Лагранжиана 

Идея метода состоит в следующем.  

Если нам были бы известны коэффициенты Лагранжа в точке условного минимума, то можно было бы искать седловую точку функции Лагранжа, выполняя безусловную минимизацию по объектным переменным, зафиксировав (оптимальные) коэффициенты Лагранжа. 

Если бы нам были известны объектные переменные в точке условного минимума, то можно было бы искать седловую точку функции Лагранжа, выполняя безусловную максимизацию этой функции по коэффициентам Лагранжа, зафиксировав (оптимальные) объектные переменные. 

Так как на самом деле нам неизвестны как объектные переменные, так и коэффициенты Лагранжа, то можно поступить следующим образом. Зафиксировать некоторые коэффициенты Лагранжа и решить задачу минимизации функции Лагранжа по объектным переменным. Затем зафиксировать найденные объектные переменные и решить задачу максимизации функции Лагранжа по коэффициентам Лагранжа. Повторять процесс до тех пор, пока изменения в объектных переменных, коэффициентах Лагранжа и значениях функции не станут пренебрежимо малыми. Задачи безусловной оптимизации можно решать любыми известными методами, которые могут быть разными для объектных переменных и коэффициентов Лагранжа. 

Методы прямого поиска для решения задач условной оптимизации 

Первая идея, которая может быть использована для условной оптимизации, - это модифицирование методов прямого поиска с присваиванием целевой функции очень большого значения вне допустимой области. Однако модификация метода Хука-Дживса не эффективна: с помощью данного метода оказывается невозможно двигаться вдоль границы допустимой области и сходимость достигается в первой же точке границы, где и указывается условный минимум.

Неудачной оказывается и модификация метода Нелдера-Мида ввиду того, что вблизи границы многогранник "уплощается" и стягивается, что и останавливает метод (или резко замедляет его после того, как данное ограничение перестало быть активным). Прямая модификация других методов прямого поиска также не была особенно успешной, за исключением, быть может, случайного поиска. Однако алгоритмы случайного поиска мы не будем рассматривать в этом разделе. 

Комплексный метод Бокса
Более эффективную модификацию метода Нелдера-Мида предложил Бокс, который указал, что число точек в многограннике должно быть больше n+1. Таким образом, Бокс предложил вместо симплекса использовать комплекс, то есть не самую простую фигуру соответствующей размерности. 

Рассмотрим задачу оптимизации:



z = f(X) ( min,



lj ( xj ( uj, j = 1, …, n,



gi(X) ( bi, i = 1, …, m.

Алгоритм Бокса.

1. Определить начальную точку X1, удовлетворяющую всем ограничениям.

2. Определить остальные k-1 точки комплекса по правилу: 





X = L + r((U - L), 

где L = (l1, l2, ..., ln)T, U = (u1, u2, ..., un)T, r - псевдослучайная величина, равномерно распределенная в интервале (0, 1).

3. Вычислить значения функции во всех точках комплекса, упорядочить точки по величине значения функции.

4. Найти точку Xh с наибольшим значением функции и центр X0 остальных (k-1) точек.

5. Получить новую точку Xr отражением Xh относительно X0:



Xr = (1+()(X0 - ((Xh, ( > 0.

6. Проверить является ли Xr допустимой.

а) если Xr нарушает ограничения по lj или uj, то полагаем 
[image: image11.wmf]6

10

-

+

=

j

r

j

l

x

 или 
[image: image12.wmf]6

10

-

-

=

j

r

j

u

x
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б) если не выполняются ограничения gi(Xr), то выбираем новую точку по правилу:   
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Провести повторную проверку на допустимость и повторять шаг 6, пока не будет получена допустимая точка.

7. Вычислить f(Xr) и сравнить с наибольшим значением функции f(Xk). Если f(Xr)>f(Xk), то положить 
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и перейти к шагу 6.

8. Если f(Xr)<f(Xk), то полагаем Xk=Xr и снова упорядочиваем точки комплекса.

9. Осуществляется проверка на сходимость. Если условия сходимости не выполнены, то переходим к шагу 4. Иначе - остановка.

Метод Бокса применим к широкому кругу задач. Однако он не гарантирует того, что будет найден глобальный минимум и, кроме того, если целевая функция вогнута или допустимая область не выпукла, то поиск может окончиться неудачей, так как в этом случае совсем не обязательно, что центр допустимых точек сам будет допустимым.

Методы штрафных функций

Основная идея методов штрафных функций состоит в преобразовании задачи условной оптимизации в задачу безусловной оптимизации или в последовательность задач безусловной оптимизации.

Пусть решается задача условной оптимизации



z = f(X) ( min,



cj(X) > 0, j = 1, 2, . . . , m.

Построим функцию штрафа P(X):
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где  r>0 - коэффициент штрафа.

Тогда можем записать новую целевую функцию в виде
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Если X принимает допустимые значения, т.е. cj(X)>0, то ((X,r) принимает значения, которые больше f(X), но разность можно уменьшить за счет того, что r может быть очень малой величиной. Но если X хотя и допустим, но очень близок к границе (хотя бы одна из функций cj(X) близка к нулю), то значения функции P(X), а значит, и функции ((X,r) становятся очень большими. Таким образом, P(X) создает "гребень с крутыми краями" вдоль каждой границы области ограничений. Следовательно, если поиск начинается из допустимой точки и производится поиск минимума функции ((X,r) без ограничений, то минимум будет достигаться внутри допустимой области для задачи с ограничениями. Полагая r достаточно малой величиной для того, чтобы влияние P(X) было малым в точке минимума, можно сделать точку безусловного минимума функции ((X,r) сколь угодно близкой к точке условного минимума функции f(X). В общем случае, решая последовательность задач безусловной оптимизации с уменьшающимся r, можно получить приближенное решение задачи условной оптимизации. На этом основан так называемый SUMT-метод Фиакко и Маккормика (метод последовательной безусловной оптимизации). 

Штрафная функция, приведенная выше называется барьерной. Другой вид барьерной функции (логарифмическая барьерная функция):
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Эта барьерная функция вообще не определена за пределами допустимой области.

Штрафные функции могут иметь и другой вид. Например, для ограничений-равенств имеем:
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 - квадратичная штрафная функция,
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 - абсолютная штрафная функция,
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 - штрафная функция, позволяющая учитывать "важность" ограничений. 

Если же в постановке задачи присутствуют ограничения-равенства (hj(X)) и ограничения-неравенства (gi(X)) одновременно, то штрафная функция может быть записана, например, в виде:

P(X) = 
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P(X) = 
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Недостатки метода: определяется только локальный минимум, трудности одномерного поиска (не везде определена функция) не позволяют использовать стандартные методы, плохая обусловленность Гессиана, существенно овражный характер штрафной функции вблизи границы.

Возможные пути преодоления: мультистарт, специальные методы одномерного поиска, использование на предварительных этапах "гибридных" методов в сочетании с алгоритмами, имеющими хорошие свойства локальной сходимости, и овражными алгоритмами.

Методы проектирования и редукции градиента

Это - целое семейство алгоритмов, которое еще называют методами допустимых направлений.

Основная идея: выбранное направление поиска проектируется на линейную комбинацию из линейных или линеаризованных ограничений.

Алгоритмы этого семейства отличаются способами определения направления, однако все они характеризуются тем, что поиск начинается с допустимого решения и развивается при линеаризованных ограничениях в направлении, обеспечивающем уменьшение целевой функции при сохранении текущей точки внутри допустимой области. Обычно часть ограничений-неравенств заменяется равенствами, чем уменьшается размерность задачи. При этом вовлекаются не все ограничения, а только активные. В случае, когда на пересечение подмножества ограничений проектируется градиент целевой функции, метод оптимизации называется методом проекции градиента.
Другие подходы к решению задач условной оптимизации

Линейная аппроксимация. Нелинейные функции в задаче оптимизации заменяются членами первого порядка ряда Тейлора в окрестности текущей точки, после чего решается задача ЛП. При определенных условиях последовательность получаемых решений задач ЛП сходится к решению исходной задачи. Иногда линеаризуют только функции-ограничения.

Условия, при которых достигается сходимость:

1. Оптимизируемая функция и функции-ограничения непрерывны и дифференцируемы.

2. Допустимое множество замкнуто, выпукло и не пусто.

3. Функции-ограничения ограничены.

4. Функции ограничений-неравенств вогнуты.

5. Оптимизируемая функция выпукла.

6. Сумма квадратов функций ограничений-равенств является выпуклой в допустимой области.

Недостатки:

1. Медленная сходимость, если текущие точки брать только допустимыми или близкими к ним.

2. Если использовать недопустимые точки, то неясно, как их сравнивать друг с другом (например f(X1)>f(X2), но c(X1)>c(X2) и в обеих точках ограничение нарушено).

3. Если целевая функция существенно нелинейна, то линеаризованная задача дает слишком неточное направление поиска. 

4. Трудно учитывать имеющиеся априорные данные, которые могли бы ускорить процесс оптимизации.

Возможна квадратичная аппроксимация с использованием методов квадратичного программирования. Однако это несущественно повышает эффективность поиска.

Обсуждение методов
Материал, предложенный в данном разделе, представляет собой лишь необходимый минимум знаний, без которого невозможно понять описание программ оптимизационных пакетов и инструкции пользователя. Однако эффективность программ для условной оптимизации зависит от качества программирования в значительно большей степени, чем эффективность программ для безусловной минимизации. Не всегда можно сделать правильные выводы, исходя только из теоретических исследований. Поэтому приведем некоторые рекомендации, которые обобщают теоретические выводы и опубликованные результаты экспериментальных исследований. 

Сравнительно просты методы с дифференцируемыми целевыми функциями и линейными ограничениями. Для их решения разработано много эффективных алгоритмов и программ. В определенном смысле задача с линейными ограничениями даже проще задачи без ограничений той же размерности, так как ограничения-равенства уменьшают размерность. В этом случае хороши методы проекций и редукций градиента, так как они реализуются при помощи сравнительно простых операций умножения матриц. Для этих задач подходят, конечно, и методы функции Лагранжа. Однако использовать программы, предназначенные для общих нелинейных задач, не всегда рационально. Например, программы М. Пауэлла или К. Шиттковского очень эффективны относительно критерия количества обращений к подпрограммам вычислений целевой функции и ограничений. Но они требуют больше вспомогательных вычислений на итерацию и занимают больше оперативной памяти ЭВМ. Поэтому более простые методы проекции или редукции градиентов могут быть предпочтительней для этого класса задач. Если ограничения линейны, а целевая функция недифференцируема, то последние методы могут быть легко обобщены путем замены градиента квазиградиентом. В тех случаях, когда целевая функция многоэкстремальна или для нее характерны другие нерегулярности, использовать специфику линейных ограничений удается редко.

Для задач локальной  минимизации (умеренной размерности - несколько десятков) с нелинейными ограничениями и дифференцируемыми функциями наиболее эффективны методы функции Лагранжа. Они всесторонне исследованы, их реализующие программы эксплуатируются уже не один год. Поэтому достаточно отработаны конструкция программ и методы решения вспомогательных задач. Однако эти методы чувствительны к ошибкам вычисления функций и их производных. Если ошибки вычисления превышают определенный уровень, то, используя численные оценки частных производных, можно получить бессмысленные результаты.

Важным условием эффективного применения методов условной оптимизации является выбор "подходящих" масштабов функции цели и ограничений, а также независимых переменных. Теоретически алгоритмы часто инвариантны относительно выбора масштабов, но гарантировать, что этим свойством будут обладать также и программы, практически невозможно. Одной из причин является то, что в алгоритмах производятся вычисления не только с относительными, но и с абсолютными величинами. Вряд ли можно ожидать такого же ответа (т.е. точки минимума), если по тому же алгоритму градиентного типа будут минимизироваться функции f(X) и 10-17f(X). Для второй функции многие точки допустимого множества будут признаваться оптимальными уже потому, что норма градиента будет меньше, чем установленные в программе пороговые значения этой нормы. Почти для всех алгоритмов нежелательно, чтобы вариация функции была близка к нулю. Также нежелательны большие по модулю значения функции. Приемлемым является масштаб, при котором минимальное значение функции близко к единице, а максимальное ее значение, возведенное в куб, не превышает максимально допустимого (для данной ЭВМ) числа. 

Более сложно выбрать масштабы переменных и функций ограничений. Хорошо определенной считается функция, для которой одинаковые приращения независимых переменных вызывают изменения значений функции такого же порядка. В литературе можно найти соображения, как линейно трансформировать независимые переменные, чтобы оптимально согласовать масштабы, но реализовать их в практических задачах очень сложно. Поэтому обычно ограничиваются выбором некоторых "естественных" масштабов.

Кроме хорошей определенности к функциям ограничений выдвигается дополнительное требование: их влияние должно быть примерно равным, т.е. одинаковые приращения переменных для всех функций должны вызывать изменения значений того же порядка. В некоторых наилучших алгоритмах условной оптимизации подходящие масштабы выбираются автоматически. Однако если пользователь учтет эти достаточно простые рекомендации при формулировке задачи, то решать ее будет легче. До конца автоматизировать выбор масштабов невозможно, а учитывать рекомендации относительно масштабирования на этапе разработки алгоритмов и программ целевой функции и ограничений не так уж и сложно.

В задачах условной (также как и безусловной) оптимизации следует использовать как можно больше информации о производных. Если известны аналитические выражения функции, то рекомендуется специальные подпрограммы, реализующие формулы вычисления производных. Для задач, функции цели и ограничений которых дифференцируемы, наиболее эффективны методы функции Лагранжа. Этот вывод подтверждают многочисленные результаты экспериментальных исследований, опубликованные в научной литературе. Однако эти методы неприменимы, если целевая функция не определена вне допустимой области. Тогда приходится прибегать к методу барьеров, а для безусловной минимизации барьерной (штрафной) функции выбирать метод (например, Ньютона или переменной метрики) в зависимости от возможности использовать производные. 

Сложнее выбрать эффективный метод для минимизации функций, которые определяются при помощи алгоритма ЭВМ, но при этом погрешности столь большие, что численное дифференцирование становится бессмысленным. Тогда ограничения учитываются при помощи методов штрафов или барьеров, а безусловная оптимизация осуществляется одним из методов поиска. При создании таких алгоритмов многое делается эвристически, поэтому нелегко определить область рационального применения таких алгоритмов. Некоторые рекомендации по использованию методов поиска и штрафов даны выше. Для очень широкого класса задач применим метод скользящего допуска. Но методы функции Лагранжа значительно эффективнее, если функции задачи дифференцируемы. Это необходимо иметь в виду при подготовке задачи для решения на ЭВМ.

Иногда возникают недоразумения с точностью полученного решения. Неопытный пользователь надеется, что точность полученного решения равна (, если при помощи величины ( определено условие остановки. Такое мнение формируется в результате применения подпрограмм для решения более элементарных задач, например стандартных подпрограмм типа вычисления синуса, квадратного корня и т.п., где вычисления проводятся с машинной точностью. Гарантировать точность решения задач оптимизации можно лишь в исключительных случаях. Практически условия остановки определяются несколькими способами. 

Для градиентных методов условие остановки определяется выполнением с заданной точностью необходимых условий минимума. Однако такие условия могут удовлетворять (особенно для невыпуклых задач) точки, в которых значения функции далеки от минимума, как далеки и сами точки от точки минимума. Вообще говоря, в "ложной" точке минимума антиградиент целевой функции направлен наружу области и почти ортогонален касательной плоскости. Если не накладывать слишком жестких требований на целевую функцию и ограничения, то нельзя гарантировать монотонное убывание проекции градиента на касательную плоскость к допустимой области, что объясняет возможность существования "ложных" точек минимума. 

Другие условия остановки, особенно в алгоритмах прямого поиска, определяются замедлением убывания значений целевой функции, например, в нескольких следующих одна за другой итерациях значения целевой функции почти не меняются. Это характерно для окрестности локального минимума, но не только для нее. Поэтому желательно исследовать полученную точку другими методами, например продолжить минимизацию при других параметрах алгоритма или при помощи другого алгоритма. Часто бывают полезны графические представления (разрезы, линии уровня) целевой функции и ограничений. 

Подчеркнем еще раз, что задачи условной оптимизации сложны и универсальных методов их решения не существует. При выборе алгоритма для конкретной задачи необходимо очень внимательно сравнить свойства задачи и предположения, которые лежат в основе алгоритма. Математическая теория оптимизации хорошо разработана, но все же в решении сложных практических задач не обойтись без определенной доли искусства. 
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