Оптимизация функций многих переменных

Разнообразные методы многомерной оптимизации различают обычно по виду информации, которая необходима им в процессе работы:

- методы прямого поиска (методы нулевого порядка), которым нужны только значения целевой функции;

- градиентные методы (методы первого порядка), которым дополнительно требуются частные производные первого порядка целевой функции;

- ньютоновские методы (методы второго порядка), которые используют и частные производные второго порядка. 

Рекуррентная схема большинства методов многомерной оптимизации основана на выражении  

Xk+1 = Xk + (ksk. 

Они отличаются друг от друга способом выбора длины шага (k и направления поиска sk. Первый из них - это скаляр, а второй - вектор единичной длины. 

Как видно, методы многомерной оптимизации сводятся в той или иной форме к методам одномерной оптимизации. Исторически первыми подходами были прямые обобщения одномерных методов (например, поиск Фибоначчи или интерполяционные методы) на многомерные задачи. Эти подходы не были особенно удачными в связи с тем, что их трудоемкость росла экспоненциально с ростом размерности задачи ("проклятие размерности" по Беллману). 

Все обсуждаемые ниже методы предполагают ту или иную степень гладкости целевой функции. Все они не дают гарантированной сходимости к глобальному минимуму, а в лучшем случае сходятся к одному из локальных или иногда только к седловой точке. 

Методы прямого поиска

Методы прямого поиска являются методами, которые используют только значения функций и не используют никакой внутренней модели целевой функции. Вместо этого направления спуска и длины шагов выбираются эвристически или по некоторой схеме, которая ориентируется на какую-то внутреннюю модель, но не всегда оптимальным образом. Таким образом, появляется риск не найти улучшения на каком-либо шаге. Однако неудачи могут быть изучены и поведение метода может измениться в соответствии с полученной информацией. Такой характер поведения алгоритмов прямого поиска послужил причиной, по которой за ними закрепилось общее название методов проб и ошибок. На разработку таких методов было затрачено много усилий и некоторые из методов выдержали проверку временем и являются эффективными процедурами, нашедшими широкое применение и используемыми до сих пор. Основное достоинство этих методов - не теоретическое доказательство сходимости или скорости сходимости, а простота реализации, доказанность их работоспособности на практике и отсутствие сложных подготовительных этапов, вроде аналитического вычисления первых и вторых производных. Кроме того, при оптимизации сложных функций далеко не всегда возможно аналитическое определение производных, не говоря уже о разрывных функциях.

В случае же выпуклой или квадратичной унимодальной функции методы прямого поиска, в общем, работают хуже методов первого и второго порядка, обсуждаемых в другом разделе. 
Покоординатный спуск
Простейшим методом прямого поиска является метод покоординатного спуска. Из начальной точки A производится поиск минимума вдоль направления оси x1 и определяется точка B, в которой касательная к линии уровня параллельна оси x1. Затем производится поиск минимума из точки B в направлении оси x2 и определяется точка C. Продолжая спуск вдоль осей x3, x4, . . . , xn, затем снова вдоль x1, x2, . . . , xn, приходим в точку минимума. Для поиска вдоль направления xi, i = 1, . . . , n, может быть использован любой из одномерных методов, рассмотренных в предыдущем разделе.

Теоретически метод покоординатного спуска эффективен для унимодальной функции, но на практике он оказывается слишком медленным. Метод хорошо работает на гладких сепарабельных функциях и особенно на квадратичных, линии уровня которых похожи на концентрические круги, то есть в случае эллипсоидов они должны иметь главные оси примерно равными по длине. Метод притягателен своей простотой и были сделаны многочисленные попытки улучшить его сходимость в общем случае, которые не привели к большим успехам. Поэтому были разработаны более сложные методы, использующие больше информации на основании уже полученных значений функции. Одной из таких модификаций покоординатного спуска является поиск по образцу, разрешающий шаги по диагонали координатной плоскости.

Метод Хука-Дживса (поиск по образцу)

Этот метод впервые предложен в 1960 г., но и в настоящее время широко используется на практике. Хук и Дживс предложили логически простую стратегию поиска, использующую априорные сведения и в то же время отвергающую устаревшую информацию относительно характера поведения целевой функции. Поиск состоит из последовательности шагов исследующего поиска вокруг базисной точки, после которого, в случае успеха, следует поиск по образцу.

Алгоритм Хука-Дживса

Шаг А. Выбрать начальную базисную точку B1 и шаг длиной hj для каждой переменной        xj, j = 1, . . . , n.

Шаг Б. Вычислить 
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 в базисной точке B1 с целью получения сведений о локальном поведении функции. Эти сведения будут использованы для нахождения подходящего направления поиска по образцу, с помощью которого можно надеяться достичь большего убывания значений функции. Информация о локальном поведении 
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 находится следующим образом:

1. Вычисляется значение функции 
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 в базисной точке B1.

2. Каждая переменная по очереди изменяется прибавлением длины шага.

Вычисляются значения функции 
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 - единичный вектор в направлении оси xj. Если это приводит к уменьшению значения функции, то B1 заменяется на 
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. В противном случае вычисляется значение 
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, если значение функции уменьшилось, то B1 заменяется на 
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. Если ни один из проделанных шагов не приводит к уменьшению значения функции, то точка B1 остается без изменения и рассматриваются изменения в направлении следующей оси и т.д. После рассмотрения всех n переменных получают новую базисную точку B2.

3. Если B2=B1, то есть уменьшение функции не было достигнуто, то исследование повторяется вокруг той же базисной точки B1, но с уменьшенной длиной шага (обычно шаг уменьшается в десять раз).

4. Если B2(B1, то производится поиск по образцу.

Шаг В. При поиске по образцу используется информация, полученная в процессе исследования, и минимизация функции совершается поиском в направлении, заданном образцом:

1. Разумно двигаться из базисной точки B2 в направлении B2-B1, поскольку поиск в этом направлении уже привел к уменьшению значения функции. Поэтому вычислим функцию в точке               P = B1 + 2((B2-B1).

2. Провести исследующий поиск вокруг точки P.

3. Если наименьшее значение на шаге B-2 меньше значения в базисной точке B2, то получают новую базисную точку B3 и переходят к шагу B-1. В противном случае не проводят поиск по образцу из точки B2, а проводят исследующий поиск в точке B2.

Шаг Г. Завершить этот процесс, когда длины шагов будут уменьшены до заданного значения (точность определения точки минимума).

Строгое доказательство сходимости метода Хука-Дживса было дано только в случае строгой выпуклости и непрерывной дифференцируемости целевой функции.

Достоинством алгоритма является то, что его операции очень просты и даже в случае непредвиденных обстоятельств не приводят к запрещенным арифметическим операциям (типа деления на ноль). Еще одним достоинством является то, что алгоритм требует очень мало (порядка n) памяти компьютера. Поиск по образцу ускоряет продвижение алгоритма по дну оврага, а шаги исследующего поиска позволяют приблизительно определить направление градиента. 

Недостатком алгоритма является ограничение исследующего поиска только направлениями осей координат, что может привести к преждевременной остановке алгоритма сколь угодно далеко от точки минимума, если направление оврага окажется не параллельным осям координат. Еще один недостаток - большое число вычислений целевой функции. 

Были разработаны многие модификации метода поиска по образцу, но все они не являются столь популярными, как оригинальный алгоритм.  

Метод вращающихся координат Розенброка
Идея Розенброка - устранить ограничения покоординатного поиска и метода Хука-Дживса на возможные изменения переменных, которые в этих методах могли изменяться только в направлениях, параллельных осям координат. В методе Розенброка шаги поиска могут производиться вдоль направлений координатных осей, которые могут вращаться в пространстве. Одна из осей устанавливается в направлении, которое представляется наиболее удачным. Для этой цели накапливается опыт успешных и неудачных перемещений в процессе оптимизации примерно так же, как и в методе Хука-Дживса. Остальные оси выбираются ортогонально первой. 

Первоначально оси выбираются совпадающими с осями координат пространства оптимизации. Затем вдоль каждой из осей делается шаг определенной длины. Если шаг был успешен, то длина шага увеличивается и попытка повторяется до тех пор, пока не последует неудача. Если первоначальный шаг был неудачен, то длина шага уменьшается, и попытка повторятся до тех пор, пока не будет получено улучшение функции. Затем координатные оси поворачиваются с помощью процедуры ортогонализации. Такой процесс повторяется до тех пор, пока не будет выполнено условие останова. Например, улучшение значения функции станет малым или перемещение на нескольких шагах подряд будет невелико. 

Так же, как и поиск по образцу, метод Розенброка не требует информации о производных, но в процессе вращения осей координат отслеживает положение градиента функции. Это позволяет ему двигаться вдоль дна оврага и преодолевать повороты. Метод также не использует одномерную оптимизацию вдоль выбранных осей. Это делает процедуру весьма устойчивой (робастной).

Однако имеется дополнительный недостаток - процедура ортогонализации очень дорого стоит и в смысле количества операций, производимых с системой координат, и в смысле необходимой памяти, которой требуется уже порядка n2, а не n, как в методе Хука-Дживса. Это значит, что даже в случае относительно “дешевой” целевой функции вычислительные затраты на ортогонализацию оказываются значительными в сравнении с общими затратами. Кроме того, размерность решаемых задач ограничивается требуемым объемом памяти. 

Существует несколько модификаций алгоритма Розенброка, главная из которых состоит в отказе от постоянной длины шага и замене на процедуру масштабирования длины шага в зависимости от успешности поиска в данном направлении. 

Метод ортогонализации Дэвиса, Свана и Кампея 
Данный метод представляет собой комбинацию идеи Розенброка о вращающихся координатах и одномерных методов оптимизации. 

Начиная из некоторой стартовой точки, выполняется одномерная оптимизация поочередно в направлениях, совпадающих с осями координат. После этого выполняется одномерная оптимизация вдоль направления суммарного перемещения на всех шагах. Затем выполняется ортогонализация. 

Если хотя бы один из одномерных поисков был неудачным, то новое множество направлений не будет более отражать полное пространство оптимизации (система координатных осей становится линейно-зависимой). 

Поэтому в процесс ортогонализации включаются только те из старых направлений, перемещение по которым было больше некоторого установленного минимума. Остальные координатные вектора остаются неизменными. Если суммарное перемещение на одной итерации оказалось меньше, чем длина шага одномерного поиска, этот шаг уменьшается в 10 раз. 

После ортогонализации одно из новых направлений  (первое) совпадает с направлением суммарного перемещения на данной итерации. Это интерпретируется как первый одномерный поиск на новой итерации. Остается сделать еще n-1 шагов вдоль оставшихся координатных осей и одно вдоль направления суммарного перемещения. Итерации продолжаются до тех пор, пока длина вектора суммарного перемещения на одной итерации не окажется меньше, чем заранее определенный минимум. 

Численные эксперименты показали, что данный метод превосходит методы Розенброка и Хука-Дживса в случае, когда целевая функция достаточно гладкая и имеет не очень много переменных. В случае, когда число переменных велико, дорогостоящие процессы ортогонализации и одномерной оптимизации сводят на нет все преимущества алгоритма. Отмечены также случаи зигзагообразной траектории алгоритма по дну оврага, что, естественно, существенно снижает уверенность в том, что алгоритм работоспособен в овражных ситуациях.

Метод деформируемого многогранника Нелдера-Мида
В 1962 году Спендли, Хекст и Химсворт предложили метод поиска по регулярному многограннику, разработанный ими в связи со статистическим планированием эксперимента. Этот метод получил название симплексного, т.к. использует так называемые симплексы при построении траектории поиска. Несмотря на совпадения в названиях, этот метод не имеет никакого отношения к симплекс-методу линейного программирования. Обсудим основные идеи этого метода. 

Определение 1.5. Регулярным многогранником (симплексом) в n-мерном пространстве называется множество из (n+1) равноудаленной точки. На плоскости симплексом является равносторонний треугольник, в пространстве - правильный тетраэдр. 

Из аналитической геометрии известно, что координаты вершин регулярного симплекса определяются следующей матрицей размерности n((n+1): 
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Здесь столбцы есть координаты вершин, а строки дают номера координат, t - расстояние между вершинами. 

При n=2 и t=1 получим треугольник с координатами:
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При оптимизации этим методом целевая функция вычисляется в каждой из вершин регулярного симплекса. Из вершины, где целевая функция максимальна, проводится проектирующая прямая через центр тяжести симплекса, затем вершина с максимальным значением функции отбрасывается и строится новый отраженный симплекс из оставшихся прежних точек и одной новой точки, расположенной на проектирующей прямой на надлежащем расстоянии от центра тяжести. 

Продолжение этой процедуры, в которой каждый раз отбрасывается точка с максимальным значением целевой функции, а также использование правил уменьшения размера многогранника позволяют осуществить поиск, в котором величина шага на любом шаге фиксирована, а направление поиска можно менять (производная не используется). 

Определенные трудности, встречающиеся при использовании этого метода, а именно отсутствие ускорения поиска в "хорошем" направлении и трудности при поиске на искривленных "оврагах" и "хребтах", привели к необходимости улучшений. 

В 1964 году Нелдер и Мид предложили модификацию, в которой симплекс может изменять свою форму. Так как в этом случае симплекс не будет уже регулярным, метод назвали поиском по деформируемому многограннику. 

Обсудим этот метод. Минимизируется функция независимых переменных с использованием (n+1) вершин многогранника. Вершина, в которой значение целевой функции наибольшее, проектируется через центр тяжести остальных вершин. Улучшенные значения целевой функции находятся последовательной заменой точки с наибольшим значением на более "хорошие" точки, пока не будет найден минимум. При этом многогранник может вытягиваться или сжиматься по выбранному направлению. 

Пусть 
[image: image12.wmf]X

x

x

x

i

n

i

i

i

n

i

=

=

+

(

,

,

.

.

.

,

)

,

,

.

.

.

,

1

2

1

1

T

, является i-й вершиной на некотором (k- м) этапе поиска. Пусть также


[image: image13.wmf]{

}

,

)

(

),...,

(

),

(

max

)

(

1

2

1

+

=

n

h

X

f

X

f

X

f

X

f



[image: image14.wmf]{

}

,

)

(

),...,

(

),

(

min

)

(

1

2

1

+

=

n

l

X

f

X

f

X

f

X

f


т.е., в точке Xh целевая функция принимает наибольшее, а в точке Xl наименьшее значение среди точек многогранника.

Так как многогранник состоит из (n+1) точек, то центр тяжести всех вершин, кроме Xh, обозначим через Xn+2 . Координаты центра тяжести определяются по формуле:
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Начальный многогранник выбирается обычно в виде регулярного симплекса (но это не обязательно) с точкой №1 в качестве начала координат. Начало координат может быть также помещено в центре тяжести многогранника.

Опишем операции, из которых состоит алгоритм.

1. Отражение - проектирование Xh через центр тяжести оставшихся вершин в соответствии с соотношением 



Xn+3 = Xn+2 + (((Xn+2 - Xh), 

где ( ( 1 - коэффициент отражения. 

2. Растяжение.

Если f(Xn+3) ( f(Xl), то вектор (Xn+3 - Xn+2) растягивается в соответствии с соотношением 



Xn+4 = Xn+2 + (((Xn+3 - Xn+2), 

где ( > 1 - коэффициент растяжения.

Если f(Xn+4) < f(Xl), то Xh заменяется на Xn+1 и процедура продолжается снова с операции 1.

В противном случае Xh заменяется на Xn+3 и также осуществляется переход к операции 1.

3. Сжатие.

Если f(Xn+3) > f(Xi) для всех i ( h, то вектор (Xh - Xn+2) сжимается в соответствии с формулой 



Xn+5 = Xn+2 + (((Xh - Xn+2), 

где 0<(<1 - коэффициент сжатия. Затем Xh заменяется на Xn+5 и осуществляется переход к операции 1 для продолжения поиска.

4. Редукция.

Если f(Xn+3) > f(Xh), то все векторы (Xi - Xl) уменьшаются в два раза с отсчетом от Xl в соответствии с формулой 



Xi = Xl + 0,5((Xi - Xl), i = 1, ..., n+1.

Затем - возврат к операции 1 для продолжения поиска на следующем шаге. 

Если ни одна из операций (растяжение, сжатие, редукция) не выполняется, то происходит следующее отражение. 

Критерий останова (окончания поиска), предложенный Нелдером и Мидом, следующий:
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где ( - произвольное малое число, Xn+2 - центр тяжести многогранника на данном шаге.

Деформируемый многогранник в противоположность жесткому симплексу адаптируется к топографии целевой функции, вытягиваясь вдоль длинных наклонных поверхностей, изменяя направление в изогнутых впадинах и сжимаясь в окрестности минимума, что достигается выбором коэффициентов сжатия, растяжения и отражения. 

Обсудим выбор коэффициентов (, (, (. После того, как деформируемый многогранник подходящим образом промасштабирован, его размеры должны поддерживаться неизменными, пока изменения в топологии задачи не требуют применения многогранника другой формы. Это можно реализовать только при (=1. Было показано, что при (<1 требуется большее количество вычислений  целевой  функции. Если (>>1, то это затрудняет адаптацию многогранника при изменениях направления поиска и замедляет сходимость в окрестности минимума (мешает уменьшать размеры многогранника). Таким образом, (=1 выбирается как компромисс. 

Чтобы выяснить, какое влияние на поиск имеет выбор ( и (, были проведены решения тестовых задач. Оказалось, что влияние ( на эффективность поиска более заметно, чем влияние (. При 0<(<0,4 существует возможность, что из-за сжатия многогранника будет иметь место преждевременное окончание процесса. При (>0,6 может потребоваться избыточное число шагов и больше машинного времени для достижения окончательного значения. Для практических нужд были рекомендованы следующие значения коэффициентов:




( = 1,




0,4 ( ( ( 0,6,




2,8 ( ( ( 3,0.

Подчеркнем чисто рекомендательный характер этих значений.

Как и у всякого другого метода, получившего широкое признание, у метода Нелдера-Мида имеется много модификаций. Наиболее существенной является модификация, при которой после нормальной остановки алгоритма выполняется попытка построить новый стартовый симплекс. Для этой цели выполняются маленькие пробные шаги в каждом направлении осей координат. Если хотя бы один из этих шагов оказывается успешным, то поиск выполняется снова, но симплекс имеет стороны значительно меньшей длины. Этот рестарт рекомендуется самой процедурой поиска, т.к. (в особенности для большого числа переменных) симплекс обычно имеет тенденцию терять объем (размерность симплекса становится меньше размерности пространства), т.е. симплекс стягивается в точку без достижения реального минимума.  

Другой модификацией является рекомендация подстраивать коэффициенты растяжения и сжатия в зависимости от того, имел ли место успех при выполнении этой операции или была неудача. 

Для задач с небольшим числом переменных метод деформируемого многогранника известен как надежный и робастный метод, который, однако, является и относительно дорогостоящим. Для работы алгоритма необходимо хранить n+1 векторов, а операция отображения требует порядка n2 операций. Нелдер и Мид эмпирически обосновали утверждение, что с ростом размерности n количество обращений к целевой функции растет примерно как n2.11, однако это обоснование проведено на размерности меньше десяти и вряд ли будет в силе для много большего числа переменных.      

Методы прямого случайного поиска (СП)
Прямой случайный поиск
После того, как задана начальная точка, строится случайная траектория для последовательности шагов, каждый из которых проводится в направлении от некоторой точки, где функция минимальна на данном этапе, до следующей точки, соответствующей еще более низкому значению функции.

Начиная из X0, следующая случайная точка получается по правилу:
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где:

(k - величина шага (скаляр), который увеличивается после успешного шага и уменьшается после неудачного,

Zk - вектор "предыстории", указывающий среднее направление поиска на предыдущих шагах: Zk+1 = ((Zk + (1- ()((Xk+1- Xk)(S,

( - коэффициент предыстории (0 < ( < 1), заменяемый в процессе поиска,

Rk - случайный единичный вектор, компоненты которого распределены нормально, реализуемый датчиком псевдослучайных чисел,

( - постоянный весовой множитель,

Sk - вектор масштабных множителей для "подходящего" масштабирования пространства.

Вектор Xk+1 будет принят или отвергнут в зависимости от того, выполняется или нет соотношение f(Xk+1) < f(Xk). После того как Xk+1 принят (отвергнут), (k увеличивают (или уменьшают) с помощью множителя, зависящего от того, был ли поиск трудным или легким.

Тестирование алгоритма прямого СП показывает, что в общем случае он менее эффективен, чем регулярные алгоритмы.

Случайный поиск на гиперсфере
Начальная точка X0 выбирается в качестве центра n-мерной гиперсферы. На этой гиперсфере случайным образом выбираются несколько точек, вычисляется значение функции в них и отмечается лучшая среди них 
[image: image18.wmf])

´

0

. Затем проводится регулярный одномерный поиск вдоль прямой, соединяющей X0 и 
[image: image19.wmf])

´

0

, и определяется точка с минимальным значением функции.

После этого процедура повторяется из нового центра гиперсферы - точки X1. Радиус гиперсферы можно изменять. Поиск может быть ускорен, если точки на гиперсфере выбираются случайно, но с ограничением, чтобы они не отклонялись более, чем на некоторый выбранный угол друг от друга и от предыдущего направления поиска. Другая модификация - использование эллипсоида вместо сферы.

Существует множество алгоритмов СП, отличающихся друг от друга соотношением случайности и регулярности, способом выбора случайного направления, поведением при успехах и неудачах и т.п.

Завершая раздел, посвященный методам прямого поиска, подчеркнем их достоинства и недостатки.

Достоинства: простота программирования, простота подготовительного этапа, универсальность, устойчивость к ошибкам счета.

Недостатки: весьма сомнительные или отсутствующие гарантии сходимости к решению, большое количество требующих настройки параметров, от которых зависит успех решения, экспоненциальный (обычно) рост объема вычислений в зависимости от размерности.

Общая рекомендация об использовании прямого поиска, выработанная многолетним опытом, может быть сформулирована следующим образом: используйте прямой поиск только в крайнем случае, когда твердо убедитесь, что никакой другой метод не может быть применен, иначе вам придется дорого заплатить за вашу ошибку в выборе метода, так как это приведет к чрезмерным затратам при отсутствии каких-либо гарантий, что будет найдено действительное решение.

Оправданием существованию и применению методов прямого поиска служит тот факт, что при решении реальных задач слишком часто никакой другой метод и не может быть применен.

Метод сопряженных направлений Пауэлла (метод переменной метрики)

В 1962 году К. Смит предложил, а М. Пауэлл в 1965 г. усовершенствовал процедуру поисковой оптимизации, использующую так называемые сопряженные направления [4].

Определение 1.6. Система n линейно независимых направлений 
[image: image20.wmf]S

1, 
[image: image21.wmf]S

2, …, 
[image: image22.wmf]S

n называется сопряженной по отношению к положительно определенной матрице Q, если 
[image: image23.wmf]S

iT(Q(
[image: image24.wmf]S

j =0, ( i ( j.

Понятие сопряженности аналогично понятию ортогональности. Чтобы понять это, надо выбрать Q = E (единичная матрица). Тогда для сопряженных направлений получим 
[image: image25.wmf]S

iT(
[image: image26.wmf]S

j = 0, i ( j . 

Сопряженность обычно интерпретируют как ортогональность в пространстве с преобразованными координатами, где в качестве новых координатных направлений выбраны собственные векторы матрицы Q.

В методах оптимизации в качестве Q выбирают гессиан - матрицу вторых производных, которая положительно определена, если функция цели выпуклая. В таком случае переход к сопряженным направлениям геометрически означает выбор новых направлений координат, которые больше соответствуют топологии поверхности функции (направления поиска вытягиваются вдоль главных осей квадратичной аппроксимации целевой функции).

Алгоритм Пауэлла, приведенный в этом параграфе, может быть отнесен к методам нулевого порядка, т.к. не использует производных в явном виде, но он же может быть отнесен и к градиентным алгоритмам, т.к. неявно формирует оценку матрицы Гессе и использует информацию о поведении производных. Более того, как метод квадратичной аппроксимации целевой функции, он может даже рассматриваться как метод ньютоновского типа. Такое промежуточное положение метода сопряженных направлений и побудило изложить его в отдельном параграфе, не относя метод ни к прямому поиску, ни к градиентным алгоритмам. 

Утверждение 1.1. Если используются сопряженные направления, то любая квадратичная функция n переменных, имеющая минимум, может быть минимизирована за n шагов, по одному в каждом из сопряженных направлений. Порядок использования сопряженных направлений не имеет значения.

Так как методы прямого поиска не используют производные, то матрица Гессе не известна и нужно другое правило определения подходящих сопряженных направлений.

Теорема 1.2. Если при начальной точке X0 поиска в направлении 
[image: image27.wmf]S

 минимум f(X) находится в некоторой точке Xa и если при начальной точке поиска X1 ( X0 в том же самом направлении 
[image: image28.wmf]S

минимум f(x) находится в точке Xb, то при f(Xb) < f(Xa) направление Xb - Xa сопряжено с направлением 
[image: image29.wmf]S

 по отношению к матрице Гессе функции f.

Эта теорема может быть расширена на случай нескольких сопряженных направлений.

Теорема 1.3. Если, начиная из X0, после использования p сопряженных направлений (p < n) определяется точка Xa и если, начиная из X1, после использования этих же направлений определяется точка Xb, функция f минимизируется на каждом шаге, то вектор Xb - Xa сопряжен ко всем p направлениям.

Утверждение 1.2. Пусть 
[image: image30.wmf]S

1, 
[image: image31.wmf]S

2, . . . , 
[image: image32.wmf]S

n - некоторые направления оптимизирующего поиска функции f в Rn, A - матрица, столбцы которой есть 
[image: image33.wmf]S

1, 
[image: image34.wmf]S

2, . . . , 
[image: image35.wmf]S

n. Тогда определитель матрицы A принимает максимальное значение тогда и только тогда, когда 
[image: image36.wmf]S

1, 
[image: image37.wmf]S

2, . . . , 
[image: image38.wmf]S

n сопряжены относительно матрицы Гессе функции f.

Идея алгоритма Пауэлла состоит в том, что на каждом этапе поиска определяется минимум квадратичной функции, которой аппроксимируется целевая функция, вдоль каждого из сопряженных ко всем предыдущим (см. теоремы 1.2 и 1.3). Затем выбирается новая система направлений с использованием результатов поиска и утверждения 1.2.

Алгоритм Пауэлла

Шаг 1. Начиная из X0, с помощью какого-либо одномерного поиска определяется (1 так, чтобы значение f(X0+(1
[image: image39.wmf]S

1) принимало минимальное значение. Полагается X1 = X0 + (1
[image: image40.wmf]S

1. Начиная из X1, осуществляется одномерный поиск в направлении 
[image: image41.wmf]S

2 и определяется X2=X1+(2
[image: image42.wmf]S

2. Поиск продолжается последовательно в каждом направлении 
[image: image43.wmf]S

1, 
[image: image44.wmf]S

2, ..., 
[image: image45.wmf]S

n, всегда начиная из самой последней точки, пока не будут получены все (i, i=1, ..., n. 

Шаг 2. Поиск, осуществляемый в соответствии с шагом 1, может привести к линейно-зависимым направлениям (если в одном из направлений невозможно продвижение, то одна из компонент 
[image: image46.wmf]S

j становится нулем, и могут появиться коллинеарные направления). Поэтому после выполнения шага 1 проводится дополнительный шаг величиной (Xn - X0), соответствующий полному перемещению на шаге 1 и приводящий в точку (2(Xn - X0).

Затем проводится тест (шаг 3), чтобы убедиться, уменьшается ли определитель матрицы направлений поиска после включения нового направления и отбрасывания старого.

Шаг 3. Пусть ( - наибольшее уменьшение в каком-либо направлении поиска на шаге 1.  
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}

)

(

)

(

1

,...,

1

max

i

i

n

i

X

f

X

f

-

=

D

-

=

. 

Направление поиска, соответствующее (, обозначим через 
[image: image48.wmf]S

m.

Если  f(2(Xn - X0) ( f(X1)  или

(f(X1)-2(f(Xn)+f(2(Xn-X0))((f(X1)-f(Xn)-()((((f(X0)–f(2(Xn-X0))2, 

то перейти к шагу 1, причем с теми же самыми направлениями 
[image: image49.wmf]S

1,
[image: image50.wmf]S

2,...,
[image: image51.wmf]S

n, начиная поиск из точки Xn или из точки (2(Xn-X0), в зависимости от того, в какой точке функция принимает наименьшее значение.

Шаг 4. Если тест на шаге 3 не удовлетворен, то определяется минимум в направлении 
[image: image52.wmf]S

 = Xn - X0, точка этого минимума выбирается в качестве новой начальной точки (X0) для шага 1. Система направлений изменяется следующим образом: направление 
[image: image53.wmf]S

m (определяемое () отбрасывается и добавляется направление 
[image: image54.wmf]S

, которое ставится не на место 
[image: image55.wmf]S

m, а в последний столбец матрицы направлений.



A = (
[image: image56.wmf]S

1 
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2 . . .  
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m-1 
[image: image59.wmf]S

m+1 . . . 
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n 
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).

Шаг 5. Проверка критерия останова: изменение по каждой независимой переменной меньше, чем заданная точность (i, i = 1, …, n  или 
[image: image62.wmf]X
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Может показаться нерациональным отбрасывание самого удачного направления текущей итерации и установка нового перспективного направления на последнее место, вместо первого. Однако же нетрудно видеть, что самое удачное направление, скорее всего исчерпало себя, а новое перспективное направление только что было использовано для одномерной оптимизации и использовать его сразу же нет никакого смысла, т.к. продвижения просто не будет. 

Доказано, что процедура Пауэлла сходится к точке, в которой градиент равен нулю, если f(X) - строго выпуклая функция. Эта точка является локальным экстремумом. Метод очень чувствителен к способу построения сопряженных направления и поэтому зависит от точности используемого одномерного поиска. Пауэлл предложил использовать последовательность квадратичных интерполяций со специальной процедурой настройки параметров этого линейного поиска. Тем не менее, численные исследования показали, что метод сопряженных направлений Пауэлла не следует использовать при размерности свыше 20.
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